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θj(u, τ ), j = 1, 2, 3, 4 ����� τ = iπt, t > 0� ��
� ���

	� �� 	� ����� 	��	

log
θj (u,t)

θj (0,t)
, j = 2, 3, 4 ��� log θ1(u,t)

πθ′
1
(0,t)

�� ���� ��
δθj
δu
θj

�� ����	
��� �� t ���

��
���	��� 
���	��
�� �� ���� 
�	����	�� 
� 	�� ���	
��	� Sj(u, v, t) =
θj (u/2,iπt)

θj (u/2,iπt)
� ��� ���� u, v ���� 	��	 0 ≤ u < v < 1 �� ����� 	��	 	��

����	
���
( δ
δt

Sj)

Sj
��� j = 1, 4 �� ���� �� 	�� ����	
��� − ( δ

δt
Sj)

Sj
��� j = 2, 3

��� ��
���	��� 
���	��
� ��� t ∈]0,∞[�
��� ����� 	
� ���	��� � 	��	� ����	
���� ���
�	
� ����	
���� ��
���	�
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���	


�������� 	
� �����
��� �������� �����	���� �� 	
� 
��	 ����	���

δ2f

δu2
=

δf

δt
, f(0, t) = f(1, t), f(u, 0) = πδ(u − 1

2
), 0 < u < 1



��� δ(u) �� 	
� ����� ���	� ����	���� �
�� 	
� ������� ����	��� �� 	
� ������
��� ������� ��

θ(u, t) = 2
∑
n≥0

(−1)ne−
(2n+1)2

2π2t sin((2n+ 1)πu)

�
�� 
� 
��	� q = eπiτ 
�	
 Imτ > 0� 	
�� ����	��� 	���� 	
� ����

θ1(u, τ) =
∑

−∞≤n≤+∞
(−1)

n−1
2 q(

n+1
2 )2eiπ(2n+1)u = 2

∑
n≥0

(−1)nq(
n+1
2 )2 sin((2n+1)πu)
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��
 �� 	
� ���	 �� 	
� ����  ����� 	
�	� ����	����� !	 ��"��� 	� �
���� 	
�
�������� �����	���� 	� ��	��� �	
�� 	
�	� ����	����� �
� ������������� �����
	��� �� 	
� �������� �������

δf(0, t)

δu
=

δf(0, t)

δu
= 0, f(u, 0) = πδ(u − 1

2
), 0 < u < 1

�� ��#�� ��

θ4(u, τ) =
∑

−∞≤n≤+∞
(−1)nqn

2

eiπ2nu = 1 + 2
∑
n≥1

(−1)nqn
2

cos(2nπu)

�
� ����	��� θ1(u, τ)) �� �������� �� ������ $� �� ��	��� 	
� ������ 	
�	� �� 
�
��������	 u �� 1/2

θ2(u, τ) =
∑

−∞≤n≤+∞
q(

n+1
2 )2eiπ(2n+1)u = 2

∑
n≥0

q(
n+1
2 )2 cos((2n+ 1)πu)

�
� ��������	 u �� 1/2 ������ 	
� 	
��� 	
�	� ����	���

θ3(u, τ) = 1 + 2
∑

−∞≤n≤+∞
qn

2

cos(2nπu)

!	 �� ���
� 	
�	 	
��� ���� 	
�	� ����	���� ��� �� �%	����� 	� ������% #�����
��� u ��� q ���
 	
�	 | q |< 1�
&�� ���� 	
�	� ����	���� ��� ��	��� ����	���� �� u� &�� ��� ��������� 	
� ������ ��
θ1 ��� θ2 �� 2� ��� 	
�	 �� θ3 ��� θ4 �� 1� '�� (�) ��� (�*) ��� ���� ��	����

!	 �� ������ ���
����� 	
�	 	
��� ����	���� ��� ��������	�� ��� �����	��	
��� 	
�	 	
�� 
�#� ���
 �%	����#� �������	���� �� ��+����	 ���� �� ��	
���	����
��� �
������ ��������� �
��� ��� ��
 ������	� �� �
����	���,�	��� �� 	
�	�
����	���� ��� 
�#� ������	��	 �������	���� �� ����� 	
�	 ��� 	
��� ����	�����

� ����
��� ��
�
 ����� 
��������� ��	���	�
 ��	
�

���	


& ���� ����	��� f �� ���� 	� �� ���������� ��	���	
� ��
� �� [0,∞[ �� f C∞

��� ��� 	
� ����#�	�#�� #����� (−1)kf (k)(t) ≥ 0, k = 0, 1; 2... ��� ��� t > 0� �
��
�����	��� 
�� ��	������� �� �-$� �� .� /������� 

� ������ 0	�	�� ����	��0�
�
� �����
��� ������ � �
����	���,�	��� �� ���
 ����	����� '�1� 2����	��� ��� ��
������ (3� ��-4)

� ��	��
�	 f : [0,∞[→ [0,∞[ 
� �
 
� �	� �	�� 
� ����� ��
��� � 	�	�
�������
	� ���	��� ��	��
�	 h ���� ���� f(t) =

∫∞
0 e−utdh(u) �	� ��
� 
	������

��	������ ��� 0 < t < ∞�
h ��� �� ���������� �� � ������	�#� ������� �� [0,∞[ ���
 	
�	 	
� ��	�����
���#����� ��� ��� x > 0�
/����� � �5 ����	��� �����	 #����
 ��� ��� t > 0� 1�	��� ��#������ 	
�	 	
�

$



��� ��� ������	 �� �5 ����	���� ��� �5� 6����#� 	
�	 �� f(t) �� �5 	
��
f2m(t) ��� −f2m+1(t) ��� ���� �5� !	 �� ���
� 	
�	 	
�	 �� f(t) �� �5 ��� h(t)
�� �������	�#� 
�	
 � �5 ����#�	�#� 	
�� f(h(t)) ���� �� �5�

�5 ����	���� 
�#� � ��	 �� �������	���� �� #������ ������ �
��� ����	����

�#� ���������� �������	���� �� ��+����	 �����
��� !� ���	������� 	
�� ���� �
���� �� ��	��	��� 	
����� ���������	� 	
����� �
������ ��������� ��� �����	�	��
��������� ��� �������	������ ($)�

!� 	
� �����	 ���	� #������ ��	
��� �
�
�� 	
�	 �������� ����	����� 

��

��� ������ �� 	���� �� ������ ���������� ��� �	
�� ������� ����	����� ���
������	��� ����	���� ��� ���� 	
�� ���	 	� ����#� ���� ��	����	��� ��
 ���
������	���� /����� ��	�������	 ��������	� ��� ������	��� ����	���� ����	���� ��
���#�� ��� �	 �� �
�
� 	
�	 �� ������	��� 
�	
 �� ��	������	��� ������� 	
���
�%��	� � ����� ����	��� ��	
��� ������	��� ����	���� ����	���� ��� ������	���
����	���� ���������� '�#���� ����	�� ������� �� ���
 ����	���� ��� �	����� ��
($)� (�$)�

�
��� �� ���	
�� ����� �� ����	���� #��� ������ 	� ���
 ����	���� 7 	
� �����
�� ������	
������� ������	��� ����	���� 89�5:� & ����	��� f : [0,∞[→ [0,∞[
�� ������	
������� ������	��� ����	���� �� �	 �� C∞ ��� (−1)k(log f(t))(k) ≥
0, k = 1, 2, ...� ;����� ��� k = 0 
� ��� ���� ������� 	
�	 f(t) > 0. 1�	���
	
�	 �#��� 9�5 ����	��� �� �5� !� 	
�� ��������	� �� �	���	 ��� ��� t > 0 ���
k = 1, 2, ... 	
�� � �� ���� 	� �� �	���	�� ������	
������� ������	��� ����	�����
& ����	��� f �� ]0,∞[ �� ������ � ��
������ ���	����� �� �	 ��� �� 
��		�� �� 	
�
����

f(t) = a+

∫ ∞

0

dμ(s)

s+ t



��� a �� � �������	�#� ������ ��� μ � �������	�#� ������� �� ]0,∞[ ���


	
�	
∫∞
0

dμ(s)
1+t < ∞�

!	 �� ���#�� 	
�	 �#��� '	���	<�� 	�������� �� � 9�5 ����	���� !	 �� ���� ���#��
	
�	 �� f �� 9�5 	
�� fα �� �5 ��� ��� α > 0�
�
�� ������	��	�� 	
�	 	
� ��#��	���	��� �� 9�5 ������	��� �� ����	���� ���
���������	 ��� �����������

=������ �%������ �� 8������	
�������: ������	��� ����	���� ����	��� 
�#�
���� ������	�� �� 	
� ��		���	���> ����	���� �������	�� 	� ?���� ��� ��� �����
	���� � ���	���	� �� K−2����� ����	���� ��� ���� �	
���� ($)�

� �������	�
 �� ��
���


�
�� ����� �� ������,�� �� �����
�� &	 ���	 
� ������#� �%�������� �� 	
�
������	
��� ����#�	�#�� 
�	
 ������	 	� t ��� 	
� ����  ����� 	
�	� ����	����
θj(u, τ), j = 1, 2, 3, 4 

��� τ = iπt, t > 0� �
��� �%��������� ��� ����#�� ���
�������� ���� �	
�� ��� ���� (@)� (4)� �� 	
�� ������ 	
�	 	
��� ����	���� ���
9�5 8������	
������� ������	��� ����	����: ��� ��� �%�� u ���
 	
�	 0 < u < 1

3



��� t > 0� �� ���� ��	��� ������� �%��������� �� 	
� ������	
��� ����#�	�#�� 
�	

������	 	� u ��� 	
� ����  ����� 	
�	� ����	���� θj(u, iπt), j = 1, 2, 3, 4 

���

t > 0� 5����#��� 
� ���#� 	
�	
dθj
du

θj
, j = 1, 4 �� ����	���� �� t > 0 ��� ������	���

����	����� �
��� −
dθj
du

θj
, j = 2, 3 ��� ������	��� ����	�����

6� 	
� �	
�� 
��� ��� u, v ∈ C ��� τ = iπt 
�	
 Re t > 0� ����� 	
�
���	���	 �� 	
�	� ����	����7

Sj := Sj(u, v, t) =
θj(u/2, iπt)

θj(v/2, iπt)
.

5��� ������ �����	�� ��	����	�� �� ����	�����	� ��� ���#�%�	� �� 	
��� ����
	���	� (A)�(B)�(�*)� �
�� �� ��	������ ����	�� 	� 	
� ������� �� ������	��� �����
	���� ����	�����
&� '������ ��� &� ��%�	� (B)�(�*) �	�	�� ��� �%�� u, v ���
 	
�	 0 ≤ u < v < 1�
	
� ����	���� S1(u, v; t) ��� S4(u, v; t) ��� ����	�#� ��� �	���	�� ���������� ���
t ∈]0,∞[ 

��� S2(u, v; t) ��� S3(u, v; t) ��� ����	�#� ���������� ��� t ∈]0,∞[�
&� ��%�	� &� ;�� ��� &� C�
������ (B� �
 ��$) ���#�� ��� u, v ���
 	
�	 0 ≤
u < v < 1 	
� ����	���� S2(u, v; t) ��� S3(u, v; t) ��� �	����� ���#�% ��� t ∈]0,∞[�

/�
�#��� ��� ���<��	���� (B� ���< ���) ��� u, v ���
 	
�	 0 ≤ u < v < 1
	
� ����	���� δ

δtS1(u, v; t), S2(u, v; t), S3(u, v; t) ���
δ
δtS4(u, v; t) ��� �5 ��� 0 <

t < ∞� !� 	
� ���� 

��� 	
�� ���<��	��� �� 	���� �� 
� 
�#� ���� ������ �� 	
�
�����	 �� '�1� 2����	��� ��� �� ������ 	
��� �%��	 � �������������� ����	���
ωj ���
 	
�	 Sj(u, v; t) =

∫∞
0

e−νtdωj(u)dν ��� j = 2, 3 ��� δ
δtSj(u, v; t) =∫∞

0
e−νtdωj(u)dν ��� j = 3, 4�
5��� ��������� �������� ������	 �� 	
�	 	
� ��� ��� �#�� ����#�	�#�� ��

t �� log(Sj(u, v, t)) 8��� ��	 ���� Sj(u, v, t): 
�#� ��	����	��� ������ �
��� ���
��	������ ��� ��� �� ���	���	� �� 	
�	� ����	���� ��� 9�5 8������	
������� ����
���	��� ����	����:�

!� 	
�� ����� 
� 
��� ���#� 	
�	 	
� ���	���	� Sj , j = 1, 2, 3, 4 ��� 9�5�

5��� �%��	��� 
� ���#� ��� j = 2, 3 ��������	��� (−1)k δk

δtk (
δSj
δt

Sj
) < 0 
��� ��� k =

0, 1, 2, ... ��� ��� j = 1, 4 ��������	��� (−1)k δk

δtk (
δSj
δt

Sj
) > 0 
��� ��� k = 0, 1, 2, ...

�
�� ����� 	
�	 ��� �%�� u, v ���
 	
�	 0 ≤ u < v < 1 	
� ����	����
( δ
δtSj)

Sj
���

j = 1, 4 �� 
��� �� 	
� ����	���� − ( δ
δtSj)

Sj
��� j = 2, 3 ��� ������	��� ����	����

��� t ∈]0,∞[�
5�����#��� ����� ������	��� �� 	
�	� ����	���� ��� 	
��� 	� 
���� �� 
����

����
�� 
� ��� ����� �����	� �� (B) ��� (�*)� �� ���#� �� ����	��� 	
�	 ��� �%��
u, v ���
 	
�	 0 ≤ u < v < 1 	
� ����	���� δ

δtS4(u, v, t) �� ���������� ��� ���#�%

��� δ3

δt3Sj(u, v, t), j = 2, 3 �� ��� ����	�#� ��� t ∈]0,∞[�

@



� � �����	������
 ����	
��	
 �� log(θj(u, iπt)

�
�� Imτ > 0 �� ����#����	�� 

�� t > 0 
� ���#�� (3) 	
�	 	
�  ����� 	
�	�
����	��� θ4 ��� �� �%������� �� 	
�� 	��������	��� ���� 

��
 �� ���� � �������
.������ �%�������

θ4(u, τ) = θ4(0, τ) exp[−
∑
p≥1

∑
k≥0

1

p

(
sinπu

(sin(k + 1
2 )πτ)

)2p

].

2� 	
� ���� 
�� 
� ���� ��	��� ������� �%��������

θ3(u, τ) = θ4(0, τ) exp[−
∑
p≥1

∑
k≥0

1

p

(
cosπu

(sin(k + 1
2 )πτ)

)2p

],

θ2(u, τ) = θ4(0, τ) exp[iπ(u+
1

4
τ)−

∑
p≥1

∑
k≥0

1

p

(
cosπ(u + 1

2τ)

(sin(k + 1
2 )πτ)

)2p

],

θ1(u, τ) = θ4(0, τ) exp[iπ(u− 1

2
+

1

4
τ) −

∑
p≥1

∑
k≥0

1

p

(
sinπ(u + 1

2τ)

(sin(k + 1
2 )πτ)

)2p

].

�
� ���#� �%��������� �� θ3 ��� θ4 ��� #���� �� 	
� D�	���D | Imu |< 1
2Imτ,

	
��� ����	��� 	� θ1 ��� θ2 ��� #���� �� 	
� D�	���D | Imu |< Imτ.

2� 	
� �
���� τ = iπt 	
��� �%��������� ��� �� ��
��		�� �� ����	���� ��
t > 0� �� 	
�� �	�	� 	
� �����
���

����������� 	 ���	 t > 0 ���  ����
 ����� ��	��
�	� θj , j = 1, 2, 3, 4 ���
�� ��������� 
	 ��
� ��
��	�����
� ����

θ4(u, t) = θ4(0, t) exp[−
∑
p≥1

∑
k≥0

(−1)p

p

(
sinπu

(sinh(k + 1
2 )π

2t)

)2p

],

θ3(u, t) = θ4(0, t) exp[−
∑
p≥1

∑
k≥0

(−1)p

p

(
cosπu

(sinh(k + 1
2 )π

2t)

)2p

],

θ2(u, t) = θ4(0, t) exp[iπ(u − πt

4
)−

∑
p≥1

∑
k≥0

(−1)p

p

(
coshπ(iu − π

2 t)

(sinh(k + 1
2 )π

2)

)2p

],

θ1(u, t) = θ4(0, t) exp[iπ(u − 1

2
− iπt

4
)−

∑
p≥1

∑
k≥0

1

p

(
sinhπ(iu − πt

2 )

(sinh(k + 1
2 )π

2t)

)2p

].

!�� ����� �������
�	� �� θ3 �	� θ4 ��� ���
� 
	 ��� "���
�" | Imu |< 1
2Imτ,

����� �����
	� �� θ1 �	� θ2 ��� ���
� 
	 ��� "���
�" | Imu |< Imτ.

4



E���� 	
� ���� 	��
���� �� (3)�(@) ���� �	
��� ������� �%�������� ��� ��
������ !� ���	������� 
� ��� ���#� 	
� �����
���

����������� 
 ���	 t > 0 ���  ����
 ����� ��	��
�	� θj , j = 1, 2, 3, 4 ���
�� ��������� 
	 ��
� ��
��	�����
� ����

θ2(u, t) = θ2(0, t) exp[log cosπu −
∑
p≥1

∑
k≥1

(−1)p

p

(
sinπu

(sinh(kπ2t)

)2p

],

θ1(u, t) = π
δθ1
δu

(0, t) exp[log sinπu−
∑
p≥1

∑
k≥1

(−1)p

p

(
cosπu

(sinh(kπ2t)

)2p

],

θ3(u, t) = θ2(0, t) exp[(iπu+iπ2 t

4
+log cos(πu + iπ2 t

2
)−
∑
p≥1

∑
k≥1

(−1)p

p

(
sin(πu+ iπ2 t

2 )

(sinh(kπ2t)

)2p

],

θ4(u, t) = θ2(0, t) exp[(iπu+iπ2 t

4
+log sin(πu + iπ2 t

2
)−
∑
p≥1

∑
k≥1

(−1)p

p

(
cos(πu+ iπ2 t

2 )

(sinh(kπ2t)

)2p

],

����� �������
�	� �� θ3 �	� θ4 ��� ���
� 
	 ��� "���
�" | Imu |< 1
2Imτ,

����� �����
	� �� θ1 �	� θ2 ��� ���
� 
	 ��� "���
�" | Imu |< Imτ.

E���� 	
� ���#� �%�������� 	��� ��	 ��
 	� �%����� ������	
��� ����#�	�#��

�	
 ������	 	� t > 0 �� 	
� 	
�	� ����	����� !� 	
� ������ 
� 
��� ����	�
θj(u, τ) = θj(u, iπt) = θj(u, t)� &	 ���	� 
� ���#� 	
� �����
���

��
��
� 	 !�� �����
���
� ���
���
��� #
�� ������� �� t > 0 �� ���  ��

���
 ����� ��	��
�	�
θ′
j(u,t)

θj(u,t)
#���� θ′j(u, t) =

δθj(u,t)
δt ��� �� ��������� �	��� ���

�����#
	� ����

−θ′3
θ3

(u, t)+
θ′4
θ4

(0, t) =
∑
k≥0

π2(2k + 1)[coth(k + 1
2 )π

2 t][cosπu]2

[(sinh
((
k + 1

2

)
π2 t

)
]2 + [cos πu]2

= 2
∑
k≥0

π2(2k + 1)[coth(k + 1
2 )π

2 t][cosπu]2

(cosh ((2k + 1)π2 t) + [cos 2πu])
,

−θ′4
θ4

(u, t)+
θ′4
θ4

(0, t) =
∑
k≥0

π2(2k + 1)[coth(k + 1
2 )π

2 t][sinπu]2

[sinh
((
k + 1

2

)
π2 t

)
]2 + [sinπu]2

= 2
∑
k≥0

π2(2k + 1)[coth(k + 1
2 )π

2 t][sinπu]2

(cosh ((2k + 1)π2 t)− [cos 2πu])

#���� | Imu |< 1
2πt,

−θ′1
θ1

(u, t)+π
θ′1
δθ1
δu

(0, t) =
∑
k≥1

π2(2k)[coth(kπ2 t)][sin πu]2

[(sinh (kπ2 t)]2 + [sinπu]2
= 2

∑
k≥1

π2(2k)[coth(kπ2 t)][sinπu]2

(cosh ((2k)π2 t)− [cos 2πu])

−θ′2
θ2

(u, t)+
θ′2
θ2

(0, t) =
∑
k≥1

π2(2k)[coth(kπ2 t)][cos πu]2

[(sinh (kπ2 t)]2 + [cosπu]2
= 2

∑
k≥1

π2(2k)[coth(kπ2 t)][cos πu]2

(cosh ((2k)π2 t) + [cos 2πu])

#���� | Imu |< πt�

A



�����

!	 ��"��� 	� ���#� �%�������� ��� θ4 ��� θ2 ��� �%������ �
� �	
��� 
��� ������
�� ������� ���� 	
� ��� �
������ �������� �� F������	��� �

θ4(u, t)

θ4(0, t)
= exp− [

∑
k≥0

∑
p≥1

(−1)p

p

[sinπu]2p

[sinh(k + 1
2 )π

2t]2p
]



��� 
� �������� τ �� iπt� �� 	
�� 
�#�

δθ4(u,t)
δt

θ4(u, t)
− θ′4

θ4
(0, t) =

∑
k≥0

∑
p≥1

(−1)p cosh
((
k + 1

2

)
π2 t
)
(2 k + 1)π2(

sinh
((
k + 1

2

)
π2 t

))2 p+1 (−[sinπu]2p)

=
∑
k≥0

∑
p≥1

π2 (−1)
p
(2k + 1)

(
sinh

((
k +

1

2

)
π2 t

))−2 p−1

[cosh

(
k +

1

2

)
π2 t](−[sinπu]2p)

= π2 (2k + 1) [cosh

(
k +

1

2

)
π2 t]

∑
p≥1

(−1)p (−[sinπu]2p)

(
sinh

((
k +

1

2

)
π2 t

))−2 p−1

�����	� ��
 	
� ���

Ak,4 =
∑
p≥1

(−1)
p
(−[sinπu]2p)

(
sinh

((
k +

1

2

)
π2 t

))−2 p−1

=

−
(
sinh

((
k +

1

2

)
π2 t

)−1
)∑

p≥1

(−1)
p

(
sinh

((
k +

1

2

)
π2 t

))2 p
[sinπu]2p)(

sinh
((
k + 1

2

)
π2 t
))2 p ] =

[sinπu]2(
sinh

((
k + 1

2

)
π2 t
))3 ∑

p≥0

(−1)p[sinπu]2p(
sinh

((
k + 1

2

)
π2 t
))2 p

'���� 	
� #�������� u ������ 	� 	
� D�	���D | Imu |< 1
2πt, �	 ������� 	
�	

[sinπu]

(sinh((k+ 1
2 )π2 t))

< 1. �
��� 	
� ��� ������

Ak,4 = − [sinπu]2(
sinh

((
k + 1

2

)
π2 t
))3 1

1 + [sinπu]2

(sinh((k+ 1
2 )π2 t))2

&�	�� ����������� 
� ��	

Ak,4 = −
(
sinh

((
k + 1

2

)
π2 t
))−1

[sinπu]2

[sinh
((
k + 1

2

)
π2 t
)
]2 + [sinπu]2

'� 
� ��	��� 	
� �%�������� ��� 	
� ����#�	�#�

θ′4
θ4

(u, t)− θ′4
θ4

(0, t) = −
∑
k≥0

π2(2k + 1)[coth(k +
1

2
)π2 t]Ak,4

B



θ′4
θ4

(u, t)− θ′4
θ4

(0, t) = −
∑
k≥0

π2(2k + 1)[coth(k + 1
2 )π

2 t][sinπu]2

[sinh
((
k + 1

2

)
π2 t
)
]2 + [sinπu]2

�� 	
�� ������ ������ 	
� �%������� ���

θ′3
θ3

(u, t)− θ′4
θ4

(0, t) = −
∑
k≥0

π2(2k + 1)[coth(k + 1
2 )π

2 t][cosπu]2

[(sinh
((
k + 1

2

)
π2 t
)
]2 + [cosπu]2

�����
θ′
4

θ4
(u+ 1

2 , t) =
θ′
3

θ3
(u, t).

�������� ��
 �� F������	��� $

θ2(u, t) = θ2(0, t) exp[log cosπu −
∑
p≥1

∑
k≥1

(−1)p

p

(
sinπu

(sinh(kπ2t)

)2p

].

�� 	
�� 
�#�

δθ2(u,t)
δt

θ2(u, t)
− θ′2

θ2
(0, t) =

∑
k≥0

∑
p≥1

(−1)p cosh
(
(k)π2 t

)
(2 k)π2

(sinh ((k)π2 t))
2 p+1 (−[sinπu]2p)

=
∑
k≥0

∑
p≥1

π2 (−1)
p
(2k)

(
sinh

(
(k)π2 t

))−2 p−1
[cosh (k)π2 t](−[sinπu]2p)

= π2 (2k) [cosh (k)π2 t]
∑
p≥1

(−1)
p
(−[sinπu]2p)

(
sinh

(
(k)π2 t

))−2 p−1

�����	� ��
 	
� ���

Bk,4 =
∑
p≥1

(−1)p (−[sinπu]2p)
(
sinh

(
(k)π2 t

))−2 p−1
=

−
(
sinh

(
(k)π2 t

)−1
)∑

p≥1

(−1)
p (

sinh
(
(k)π2 t

))2 p [sinπu]2p)

(sinh ((k)π2 t))
2 p ] =

[sinπu]2

(sinh ((k)π2 t))3

∑
p≥0

(−1)p[sinπu]2p(
sinh

((
k + 1

2

)
π2 t
))2 p

'���� 	
� #�������� u ������ 	� 	
� D�	���D | Imu |< πt, �	 ������� 	
�	
[sinπu]

(sinh((k)π2 t)) < 1. �
��� 	
� ��� ������

Bk,4 = − [sinπu]2

(sinh ((k)π2 t))
3

1

1 + [sinπu]2

(sinh((k)π2 t))2

&�	�� ����������� 
� ��	

Bk,4 = −
(
sinh

(
(k)π2 t

))−1
[sinπu]2

[sinh ((k)π2 t)]2 + [sinπu]2

G



'� 
� ��	��� 	
� �%�������� ��� 	
� ����#�	�#�

θ′2
θ2

(u, t)− θ′4
θ4

(0, t) = −
∑
k≥0

π2(2k)[coth(k)π2 t]Bk,4

θ′2
θ2

(u, t)− θ′2
θ2

(0, t) = −
∑
k≥0

π2(2k)[coth(k)π2 t][sinπu]2

[sinh ((k)π2 t)]2 + [sinπu]2

�� 	
�� ������ ������ 	
� �%������� ���

θ′1
θ1

(u, t)− θ′2
θ2

(0, t) = −
∑
k≥0

π2(2k)[coth(k)π2 t][cosπu]2

[(sinh ((k)π2 t)]2 + [cosπu]2

�����
θ′
2

θ2
(u+ 1

2 , t) =
θ′
1

θ1
(u, t).

��
��
� 
 !�� �����
���
� ���
���
��� #
�� ������� �� u �� ���  ����
 �����

��	��
�	�
δθj (u,t)

δu

θj(u,t)
��� �� ���� ���������

δθ4
δu

θ4
(u, t) = 2

∑
k≥0

π sin (2π u)

cosh (2 π2 tk + π2 t)− cos (π u)

δθ3
δu

θ3
(u, t) = −2

∑
k≥0

π sin (2π u)

cosh (2 π2 tk + π2 t) + cos (π u)
.

δθ1
δu

θ1
(u, t) = cotπu+ 2π

∑
k≥1

sin(2πu)

cosh(2kπ2t)− cos(2πu)

δθ2
δu

θ2
(u, t) = − tanπu− 2π

∑
k≥1

sin(2πu)

cosh(2kπ2t) + cos(2πu)

#���� t > 0 �	� 0 < u < 1�

�����

!	 ��"��� 	� ���#� �%�������� ��� θ4 ��� θ2 ��� �%������ �
� �	
��� 
��� ��
������ �������� �������� �� F������	��� �

θ4(u, t)

θ4(0, t)
= exp− [

∑
k≥0

∑
p≥1

(−1)p

p

[sinπu]2p

[sinh(k + 1
2 )π

2t]2p
]

� �� 	
�� 
�#�

δθ4(u,t)
δu

θ4(u, t)
= −

∑
k≥0

∑
p>0

(−1)p
(
sin
(
π
2 u
))2 p

cos
(
π
2 u
)
π2

sin
(
π
2 u
) (

sinh
(
π2
(
k + 1

2

)
t
))2 p .

-



'���� 	
� #�������� u ������ 	� 	
� D�	���D | Imu |< 1
2πt, �	 ������� 	
�	

[sinπu]

(sinh((k+ 1
2 )π2 t))

< 1. �
��� 	
� ��� ������

∑
k≥0

(−1)
p

(
sin
(
π
2 u
)

sinh
(
π2
(
k + 1

2

)
t
)
)2 p

cos
(π
2
u
)
π2
(
sin
(π
2
u
))−1

=

∑
k≥0

π2 sin
(π
2
u
)
cos
(π
2
u
)(

sinh

(
π2

(
k +

1

2

)
t

))−2
(
1 +

(
sin
(
π
2 u
))2(

sinh
(
π2
(
k + 1

2

)
t
))2
)−1

.

&�	�� ����������� 
� ��	

δθ4
δu

θ4
(u, t) =

∑
k≥0

2π2 sin
(
π
2 u
)
cos
(
π
2 u
)

(
cosh

(
π2 tk + 1

2 π
2 t
))2 − (cos (π2 u

))2 = 2
∑
k≥0

π2 sin (π u)

cosh (2 π2 tk + π t)− cos (π u)
.

�� 	
�� ������ 	
� �%������� ��� θ3

δθ3
δu

θ3
(u, t) = −2

∑
k≥0

π sin (2π u)

cosh (2 π2 tk + π2 t) + cos (π u)
.

�������� ��
 �� F������	��� $

θ2(u, t)

θ2(0, t)
= exp− [

∑
k≥0

∑
p≥1

(−1)p

p

[sinπu]2p

[sinh(k)π2t]2p
]

� �� 	
�� 
�#�

δθ2(u,t)
δu

θ2(u, t)
= −

∑
k≥0

∑
p>0

(−1)
p (

sin
(
π
2 u
))2 p

cos
(
π
2 u
)
π2

sin
(
π
2 u
)
(sinh (π2 (k) t))

2 p .

'���� 	
� #�������� u ������ 	� 	
� D�	���D | Imu |< πt, �	 ������� 	
�	
[sinπu]

(sinh((k)π2 t)) < 1. �
��� 	
� ��� ������

∑
k≥0

(−1)
p

(
sin (u)

sinh (π2 (k) t)

)2 p

cos
(π
2
u
)
π2
(
sin
(π
2
u
))−1

=

∑
k≥0

π2 sin
(π
2
u
)
cos
(π
2
u
) (

sinh
(
π2 (k) t

))−2

(
1 +

(
sin
(
π
2 u
))2

(sinh (π2 (k) t))
2

)−1

.

&�	�� ����������� 
� ��	

δθ2
δu

θ2
(u, t) =

∑
k≥0

2π2 sin
(
π
2 u
)
cos
(
π
2 u
)

(cosh (π2 tk π2 t))
2 − (cos (π2 u

))2 = 2
∑
k≥0

π2 sin (π u)

cosh (2 π2 tk + π t)− cos (π u)
.

�*



�� 	
�� ������ 	
� �%������� ���
θ′
1

θ1
.

δθ1
δu

θ1
(u, t) = cotπu+ 2π

∑
k≥1

sin(2πu)

cosh(2kπ2t)− cos(2πu)

�
���� �
� ������	
��� ����#�	�#� �� 	
�	� ����	���� �� ����	�� 	� 	
�
C�	� ����	���� ��  ������ !������ �	 �� ������ ��

Zn(z, k) =
1

2k

δ

δz
log θ4(u, τ)



��� u = z
2K ��� K = 2

∫ π
2

0
dx√

1−k2 sin2 x
�� 	
� ������	� �����	�� ��	����� �� 	
�

���	 ���� ��� 	
� ������� �� ���
 	
�	 0 < k < 1�
!	 �� 
������
� 	
�	 	
� C�	� ����	��� 
�� � .������ �%�������

Zn(z, k) =
2π

K

∑
n≥1

qn

1− q2n
sin(

nπz

K
)



��
 ��� �� ��
��		�� �� �
����� $

Zn(z, k) =
2π

K

∑
k≥0

π2 sin
(
π z

2K

)
cosh (2 π2 tk + π2 t)− cos

(
π z

2K

) .

6�� ���	 ���� �����	 �� 	
� �����
���

��
��
� � $�� �	� %��� u ���� ���� 0 < u < 1 ���  ����
 ����� ��	��
�	�
θj(u,t)
θj(0,t)

, j = 2, 3, 4 �	� θ1(u,t)
πθ′

1(0,t)
�#���� θ′1(0, t) = δθ1

δu (O, t)� ��� �����
���
�����

���������� ��	���	
� #
�� ������� �� t > 0

�
�� 	
����� ��� �� ������� ���� 	
� �����
���

�
��� 	 !�� �����#
	� ��	��
�	� ��� &�
 ������
���
����� ����������
��	���	
�� ��� t > 07

coth(t),
1

sinh(t)
,

a

cosh(t)− b
, a > 0, 0 ≤ b ≤ 1

����� �� �
��� 	 �� ��� #����� 	
�	 	
��� ����	���� ��� �5� �� ������
	
�	 	
�� ��� 9�5 
� �����
 �
���.� ����� 2���1� ?�� (-) 

� ���������� 	
�
�	
 ����#�	�#� �� 	
� ����	���� 1

e∓t−1 7

Fi(t) = (−1)i
di

dti
(

1

et − 1
) and Gi(t) = (−1)i

di

dti
(

1

1 − e−t
)

��





��� i = 0, 1, 2, ...� �
�� ���#�� 	
�	 Fi, Gi ��� �5 ��� ��� t > 0� 2�	

F0(t) =
1

et − 1
and G0(t) =

1

1− e−t

��� 9�5 ��� ��� t > 0� ���������	���

1 + 2F0(t) =
et + 1

et − 1
= coth

t

2

�� ���� 9�5 ��� ��� t > 0 �� 
��� ��

1

sinh t
2

= 2etF0(t) = 2e−tG0(t) and
a

cosh(t)− b

��� ���� 9�5�

�
�� 9���� �� 
��� �� �
����� � ������� �
����� 3�

2� 	
� ���� 
�� ��� ����� ����� 	
�� 9���� 
� ���#� 	
� �����
���

��
��
� � $�� �	� %��� u ���� ���� 0 < u < 1 ��� ���
���
��� ��  ����


����� ��	��
�	�
δθj (u,t)

δu

θj(u,t)
��� ���������� ��	���	
� #
�� ������� �� t > 0 ��� j =

1, 4� ��
�� −
δθj (u,t)

δu

θj(u,t)
��� ���������� ��	���	
� #
�� ������� �� t > 0 ��� j = 2, 3

����� 2� �
����� $ 
� 
�#�
δθ4
δu

θ4
(u, t) = 2

∑
k≥0

π sin(2π u)
cosh(2 π2 tk+π2 t)−cos(π u) �

!	 ������� �� 	
� ��������� 9���� � 	
�	
δθ4
δu

θ4
(u, t) �� �5 
�	
 ������	 	� t > 0�

!	 �� 	
� ���� ���
δθ1
δu

θ1
(u, t),−

δθ2
δu

θ2
(u, t) ��� −

δθ3
δu

θ3
(u, t).

� ���� �����
����	
 ��� ��� ������	�
 �� �����

��	
���	


.�� u, v ∈ C ��� τ = iπt 
�	
 Ret > 0� 
� ����� 	
� ���	���	 �� 	
�	� ����	����
�� �����
�

Sj := Sj(u, v, t) =
θj(u/2, iπt)

θj(v/2, iπt)
.

5��� ������ �����	�� ��	����	�� �� ����	�����	� ��� ���#�%�	� �� 	
��� ����
	���	� (A)�(B)�(�*)� �
�� �� ����	�� 	� 	
� ������� �� ������	��� ����	���� �����
	�����
&� '������ ��� &� ��%�	� (B)�(�*) ���#�� 	
� ����	�����	� �� Sj(u, v, t) =

θj(u/2,iπt)
θj(v/2,iπt)

�

5��� ��������� 	
�� �	�	�� ��� �%�� u, v ���
 	
�	 0 ≤ u < v < 1� 	
� ����	����
S1(u, v; t) ��� S4(u, v; t) ��� ����	�#� ��� �	���	�� ���������� ��� t ∈]0,∞[ 

���
S2(u, v; t) ��� S3(u, v; t) ��� ����	�#� ���������� ��� t ∈]0,∞[�

�$



&� ��%�	� &� ;�� ��� &� C�
������ (B� �
 ��$) ���#�� ��� u, v ���
 	
�	 0 ≤ u <
v < 1 	
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�	 0 ≤ u < v < 1 	
� �����
	���� δ

δtS1(u, v; t), S2(u, v; t), S3(u, v; t) ���
δ
δtS4(u, v; t) ��� �5 ��� 0 < t < ∞�

5��� ��������� �������� ������	 �� 	
�	 	
� ��� ��� �#�� ����#�	�#�� �� t
�� log(Sj(u, v, t)) 
�#� ��	����	��� ������ �
��� ��� ��	������ ��� �� ���	���	� ��
	
�	� ����	���� ��� 9�5 8������	
������� ������	��� ����	����:�
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���
�%��	� � �������������� ����	��� ωj ���
 	
�	 Sj(u, v; t) =

∫∞
0

e−νtdωj(u)dν ���

j = 2, 3 ��� δ
δtSj(u, v; t) =

∫∞
0

e−νtdωj(u)dν ��� j = 3, 4�

��
��
� � $�� %��� u, v ���� ���� 0 ≤ u < v < 1' ��� (���
�	�� �� �����

��	��
�	� Sj := Sj(u, v, t) =
θj(u/2,t)
θj(u/2,t)

, j = 1, 2, 3, 4 ��� ���
���� &�
 ������
���
�

����� ���������� ��	���	
�� ��� t > 0. !��� ���	� )

� ��� j = 2, 3 
	�(���
�
�� (−1)k δk

δtk (
δSj
δt

Sj
) < 0 ���� ��� k = 0, 1, 2, ...

� ��� j = 1, 4 
	�(���
�
�� (−1)k δk

δtk (
δSj
δt

Sj
) > 0 ���� ��� k = 0, 1, 2, ...

�� ���#� �
����� 4 
� ���� 	
�� �����

�
��� 
 &�� θj(u, iπt), j = 1, 2, 3, 4 ��� ���� ����� ��	��
�	�� ���	 ���
�����#
	� 
��	�
�
��

δ

δu
(
δk

δtk
(
δθj
δt

θj
)) =

δk+1

δtk+1
(
δθj
δu

θj
)

���� ��� k = 0, 1, 2, ...�

!������ 
� ���#� 	
�� ����� �� ���������� ��	�� ��������� 	
�	 ��� k = 0


� ��	 δ
δt (

δθj
δu

θj
) =

δ2θj
δuδt

θj
− δθj

δu

δθj
δt

θ2
j

= δ
δu (

δθj
δt

θj
)�

2� 	
�� ����� δ
δu (

δk

δtk (
δθj
δt

θj
)) < (>)0 ����� 	
�	 δk

δtk (
δθj
δt

θj
) �� ���������� 8���

��������: �� � ����	��� �� u�

����� �� ��
��
� � 2� �
����� @�
δθj (u,t)

δu

θj(u,t)
��� ������	��� ����	����


�	
 ������	 	� t > 0 ��� j = 1, 4��
��� (−1)k( δk

δtk

δθj (u,t)

δu

θj(u,t)
) = (−1)k δ

δu (
δk−1

δtk−1 (
δθj
δt

θj
)) >

0� �
�	 ����� (−1)k δk

δtk (
δSj
δt

Sj
) > 0 
��� ��� k = 0, 1, 2, ...� �
��� − θ′

j(u,iπt)

θj(u,iπt)
���

������	��� ����	���� 
�	
 ������	 	� t > 0 ��� j = 2, 3 ����� (−1)k δk

δtk (
δSj
δt

Sj
) <

0 ��� k = 0, 1, 2, ...� '�� �
����� 4 �� ���#��
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�� ���� ���#�� �� (B)� (�*)

��������� � $�� %��� u, v ���� ���� 0 ≤ u < v < 1' ��� ��	��
�	�
S1(u, v; t) �	� S4(u, v; t) ��� ���
�
�� �	� ���
���� 
	�����
	� ��� t > 0 #�
��
S2(u, v; t) �	� S3(u, v; t) ��� ���
�
�� �������
	� ��� t > 0�

!������ �����

δ

δt

δθj
δu

θj
=

δ

δu

δθj
δt

θj

���
δθj
δu

θj
�� �5 	
�� δ

δu

δθj
δt

θj
< 0 ��� j = 1, 4� �
�� ������� 	
�	

δθj
δt

θj
�� ����������

�� � ����	��� �� u� �
�� ��� j = 1, 4 	
� ���	���	 Sj(u, v, t) �� ����	�#� ���

�	���	�� ���������� ��� t > 0� �
��� −
δθj
δu

θj
�� �5 	
�� δ

δu

δθj
δt

θj
> 0 ��� j = 2, 3�

�
�� ������� 	
�	
δθj
δt

θj
�� ���������� �� � ����	��� �� u� �
�� ��� j = 2, 3 	
�

���	���	 Sj(u, v, t) �� ����	�#� ��� �	���	�� ���������� ��� t > 0� ��������� 4 ��
	
�� ���#���

�� ��� ���� ������ 	
� �����
��� 

��
 �%	���� �
����� ��$ �� (�*)

��������� � $�� �	� %��� u, v ���� ���� 0 < u < v < 1 ��� ��	��
�	� Sj

��� ���� ����
� $�� �	� t > 0 ��� ����	� ���
���
��� δ2

δt2Sj(u, v, t) < 0 ��� j = 1, 4�

� $�� �	� t > 0 ��� ����	� ���
���
��� δ2

δt2Sj(u, v, t) > 0 ��� j = 2, 3�

�
���� �� ��� ���#� ��������� A 	
��� 	� 
���� �� 
�������
��� !	

����
� �� 	� �����	� 	
� ����#�	�#� 
�	
 ������	 	� u �� d
dt (

θ′
j

θj
) ��� j = 1, 2, 3, 4.

d

du
[
d

dt
(
θ′3
θ3

)] =
∑
k≥0

cos
(
π
2 u
) (

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π3 (2 k + 1)2 sin
(
π
2 u
)

cosh (π (2 k + 1) t) + cos (π u)
−

(
cos
(
π
2 u
))2 (

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π3 (2 k + 1)2 sin (π u)

(cosh (π (2 k + 1) t) + cos (π u))
2 −

2
cos
(
π
2 u
)
coth

(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1)

2
sinh (π (2 k + 1) t) sin

(
π
2 u
)

(cosh (π (2 k + 1) t) + cos (π u))2
+

�@



4

(
cos
(
π
2 u
))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1)

2
sinh (π (2 k + 1) t) sin (π u)

(cosh (π (2 k + 1) t) + cos (π u))
3

d

du
[
d

dt
(
θ′4
θ4

)] =
∑
k≥0

−
cos
(
π
2 u
)(

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π3 (2 k + 1)
2
sin
(
π
2 u
)

cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u)
+

(
sin
(
π
2 u
))2 (

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π3 (2 k + 1)
2
sin (π u)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
2 +

2
cos
(
π
2 u
)
coth

(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1)2 sinh (π (2 k + 1) t) sin

(
π
2 u
)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
2 −

4

(
sin
(
π
2 u
))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1)

2
sinh (π (2 k + 1) t) sin (π u)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
3

d

du
[
d

dt
(
θ′1
θ1

)] =
∑
k≥0

−
i
2

(
cos
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2

π3 coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
(2 k + 1)

cosh (π (2 k + 1) t)− cos
(
π
(
u+ i

2 t
)) +

i sin
(
π
2

(
u+ i

2 t
))

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1) cos

(
1/2 π

(
u+ i

2 t
))

sin
(
π
(
u+ i

2 t
))

(
cosh (π (2 k + 1) t)− cos

(
π
(
u+ i

2 t
)))2 +

i
2

(
sin
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1)

cosh (π (2 k + 1) t)− cos
(
π
(
u+ i

2 t
)) −

sin
(
π
2

(
u+ i

2 t
)) (

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π3 (2 k + 1)2 cos
(
π
2

(
u+ i

2 t
))

cosh (π (2 k + 1) t)− cos
(
π
(
u+ i

2 t
)) +

(
sin
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2 (

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π3 (2 k + 1)
2
sin
(
π
(
u+ i

2 t
))

(
cosh (π (2 k + 1) t)− cos

(
π
(
u+ i

2 t
)))2 +

2
sin
(
π
2

(
u+ i

2 t
))

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π2 (2 k + 1)

(
sinh (π (2 k + 1) t)π (2 k + 1) + i

2 sin
(
π
(
u+ i

2 t
))

π
)
cos
(
π
2(

cosh (π (2 k + 1) t)− cos
(
π
(
u+ i

2 t
)))2

4

(
sin
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π2 (2 k + 1)

(
sinh (π (2 k + 1) t)π (2 k + 1) + i

2 sin
(
π
(
u+ i

2 t
))

π
)
sin(

cosh (π (2 k + 1) t)− cos
(
π
(
u+ i

2 t
)))3

i
(
sin
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1) cos

(
π
(
u+ i

2 t
))

(
cosh (π (2 k + 1) t)− cos

(
π
(
u+ i

2 t
)))2

d

du
[
d

dt
(
θ′2
θ2

)] =
∑
k≥0

−
i
2

(
sin
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1)

cosh (π (2 k + 1) t) + cos (π (u+ 1/2 it))
+

�4



i sin
(
π
2 (u+ 1/2 it)

)
coth

(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1) cos

(
π
2

(
u+ i

2 t
))

sin
(
π
(
u+ i

2 t
))

(
cosh (π (2 k + 1) t) + cos

(
π
(
u+ i

2 t
)))2 +

i
2

(
cos
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2

π3 coth (1/2 π (2 k + 1) t) (2 k + 1)

cosh (π (2 k + 1) t) + cos
(
π
(
u+ i

2 t
)) +

sin
(
π
2

(
u+ i

2 t
)) (

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π3 (2 k + 1)
2
cos
(
π
2

(
u+ i

2 t
))

cosh (π (2 k + 1) t) + cos
(
π
(
u+ i

2 t
)) −

(
cos
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2 (

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π3 (2 k + 1)2 sin
(
π
(
u+ i

2 t
))

(
cosh (π (2 k + 1) t) + cos

(
π
(
u+ i

2 t
)))2 −

2
cos
(
π
2

(
u+ i

2 t
))

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π2 (2 k + 1)

(
sinh (π (2 k + 1) t)π (2 k + 1)− i

2 sin
(
π
(
u+ i

2 t
))

π
)
sin
(
π
2(

cosh (π (2 k + 1) t) + cos
(
π
(
u+ i

2 t
)))2

4

(
cos
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π2 (2 k + 1)

(
sinh (π (2 k + 1) t)π (2 k + 1)− i

2 sin
(
π
(
u+ i

2 t
))

π
)
sin(

cosh (π (2 k + 1) t) + cos
(
π
(
u+ i

2 t
)))3

i
(
cos
(
π
2

(
u+ i

2 t
)))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1) cos

(
π
(
u+ i

2 t
))

(
cosh (π (2 k + 1) t) + cos

(
π
(
u+ i

2 t
)))2

&���� 	
��� 	� 
���� �� 
�������
�� 
� ��� ���� 	� #����� 	
�	

d

du
[
d

dt
(
θ′j
θj

)], j = 1, 4 �s positive while
d

du
[
d

dt
(
θ′2
θ2

)], j = 2, 3 is negative.

�
�� ����� 	
�	

S′
j

Sj
(u, v, t), j = 1, 4 �s positive while

S′
j

Sj
(u, v, t), j = 2, 3 is negative.

��������� � $�� �	� %��� u, v ���� ���� 0 < u < v < 1 ��� ��	��
�	 Sj

��� j = 2, 3 
� ���� ���� δ3

δt3Sj(u, v; t) 
� 	�	 ���
�
�� ��� t ∈]0,∞[

!������
δ

δt

δ
δtSj

Sj
(u, v, t) =

δ

δt
(
θ′j
θj

)(u, t)− d

dt
(
θ′j
θj

)(v, t)

�������
δ2

δt2

δ
δtSj

Sj
(u, v, t) =

δ2

δt2
(
θ′j
θj

)(u, t)− δ2

δt2
(
θ′j
θj

)(v, t).

'���� �� 9���� $

δ3

δt3

δθ′
j

δu

θj
=

δ

δu

δ2

δt2
(
θ′j
θj
)

�A



��� −
δθj
δu

θj
�� �5 	
�� δ

δu
δ2

δt2 (
θ′
j

θj
) < 0 ��� j = 2, 3� �
�� ������� 	
�	 δ2

δt2 (
θ′
j

θj
) ��

���������� �� ����	��� �� u� �
���

δ2

δt2

δ
δtSj

Sj
=

δ3

δt3S

S
− 3

δ
δtS

′ δ2

δt2S

S2
+ 2

( δ
δtS)

2

S3
< 0.

2� ����������� 4 ��� A� 
� 
�#� δ
δtS < 0 ��� δ2

δt2S > 0 ��� j = 2, 3. �
�� 
� ��	
δ3

δt3S < 0�

�
� �����
��� ���� �������� 	
� ���	���	 S4(u, v, t)

��������� � $�� �	� %��� u, v ���� ���� 0 < u < v < 1 ��� ��	��
�	

S4(u, v, t) 
� ���� ���� d2

dt2 (
δ
δtS4

S4
) 
� 	�	 	����
�� ��� t ∈]0,∞[

1�	��� 	
�	 �����

δ
δtS4

S4
(u, v, t) =

θ′4
θ4

(u, t)− θ′4
θ4

(v, iπt)

	
��
δ2

δt2

δ
δtSj

S4
(u, v, t) =

δ2

δt2
(
θ′4
θ4

)(u, t)− δ2

δt2
(
θ′4
θ4

)(v, t).

�
�� ��������� �� � �����	 ����������� �� �
����� 4� 2�	 
� 
��� ��� 
���� ��

�������
��� �����	� ��� 	
�	 ��%	 ����#�	�#��

[
d2

dt2
(
θ′4
θ4

)] =
∑
k≥0

(sin (1/2 π u))2 coth
(
π
2 (2 k + 1) t

) (
1− (coth (π2 (2 k + 1) t

))2)
π3 (2 k + 1)3

cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u)
+

2
(sin (1/2 π u))

2
(
1− (coth (π2 (2 k + 1) t

))2)
π3 (2 k + 1)

3
sinh (π (2 k + 1) t)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
2 −

4

(
sin
(
π
2 u
))2

coth (1/2 π (2 k + 1) t)π3 (2 k + 1)
3
(sinh (π (2 k + 1) t))

2

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))3
+

2

(
sin
(
π
2 u
))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π3 (2 k + 1)

3
cosh (π (2 k + 1) t)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
2

�� 
��� �� 	
� ����#�	�#� 
�	
 ������	 	� u ��#��

d

du
[
d2

dt2
(
θ′4
θ4

)] =
∑
k≥0

sin
(
π
2 u
)
coth

(
π
2 (2 k + 1) t

) (
1− (coth (π2 (2 k + 1) t

))2)
π4 (2 k + 1)

3
cos
(
π
2 u
)

cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u)
−

(
sin
(
π
2 u
))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

) (
1− (coth (π2 (2 k + 1) t

))2)
π4 (2 k + 1)

3
sin (π u)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
2 +

�B



2
sin
(
π
2 u
)(

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π4 (2 k + 1)3 sinh (π (2 k + 1) t) cos
(
π
2 u
)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
2 −

4

(
sin
(
π
2 u
))2 (

1− (coth (π2 (2 k + 1) t
))2)

π4 (2 k + 1)3 sinh (π (2 k + 1) t) sin (π u)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
3 −

4
sin
(
π
2 u
)
coth

(
π
2 (2 k + 1) t

)
π4 (2 k + 1)

3
(sinh (π (2 k + 1) t))

2
cos
(
π
2 u
)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
3 +

12

(
sin
(
π
2 u
))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π4 (2 k + 1)

3
(sinh (π (2 k + 1) t))

2
sin (π u)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
4 +

2
sin
(
π
2 u
)
coth

(
π
2 (2 k + 1) t

)
π4 (2 k + 1)

3
cosh (π (2 k + 1) t) cos

(
π
2 u
)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
2 −

4

(
sin
(
π
2 u
))2

coth
(
π
2 (2 k + 1) t

)
π4 (2 k + 1)

3
cosh (π (2 k + 1) t) sin (π u)

(cosh (π (2 k + 1) t)− cos (π u))
3

�
���� 	� 
���� �� 
�������
�� 
� #����� 	
�	 ��� ��� �%�� u ��� t > 0 	
�	
d
du [

d2

dt2 (
θ′
4

θ4
)] �� ����	�#�� �
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